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Considera la recta r que pasa por los puntos A(1,0,—1) yB(-1,1,0).
a) Halla la ecuacién de la recta s paralela a r que pasa por C(-2,3,2).

b) Calcula la distanciade r a s.
MATEMATICAS I1. 2014. JUNIO. EJERCICIO 4.0PCION A.

RESOLUCION

a) Calculamos el vector director de larectar: AB(-2,1,1)

Como las rectas son paralelas, el vector director de s es AB(-2,1,1), luego, la ecuacion de la recta
s es:

) 3 ) X=—2-2t
Xte_Yy=s_z2- = y=3+t
-2 1 1

7=2+t

b) Como las rectas son paralelas, su distancia viene dada por la distancia del punto A=(1,0,-1) ala
recta s. Para ello calculamos un plano perpendicular a s y que pase por el punto A=(1,0,-1)

-2X+y+z+D=0=-2-1+1.0+1-(-1)+D=0=D=3=-2x+y+2+3=0
Calculamos el punto de corte del plano con la recta s.
-2Xx+y+2+3=0
X=—2-2t

y=3+t
7=2+t

=-2(-2-2t)+3+t+2+t+3=0=12+6t=0=>t=-2

Luego, el punto de corte esel M =(-2+4,3-2,2—2)=(2,1,0). La distancia entre las rectas viene

dada por el mddulo del vector AM =(2-11-0,0+1)=(1,11) , luego:
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. X+2y—-2z=3
Sea r la recta definida por y
2Xx—y+z=1
a) Determina la ecuacion general del plano que contiene a r y pasa por el origen de coordenadas.
b) Halla las ecuaciones paramétricas del plano que corta perpendicularmente a r en el punto
(1,1,0).

MATEMATICAS Il. 2014. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos el haz de planos, es decir la ecuacion de todos los planos que contienen a r.
X+2y—-z-3+k(2x-y+z-1)=0

De todos esos planos nos interesa el que pasa por el origen de coordenadas, luego, ese punto debe
satisfacer la ecuacion del plano.

X+2y—-2-3+k(2x-y+2z-1)=0=0+0+0-3+k(0+0+0-1)=0=k=-3
Luego, la ecuacion del plano que nos piden es:
X+2y—-2-3-3(2x-y+2-1)=0=-5x+5y-4z=0.

b) El vector normal del plano es el vector director de la recta.

i j k
n=[1 2 -1|=(-3-5)
2 -1 1

Luego, la ecuacién de todos los planos perpendiculares ar es: x—3y—5z+ D =0. Como queremos
que pase por el punto (1,1,0), su ecuacion sera:

X—3y-5z+D=0=1-3-1-0+D=0=>D=2=x-3y-5z2+2=0
Pasamos el plano de general a paramétricas:
X=—-2+3t+5s

X=3y-52+2=0=y=t
z=5$
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Sean los vectoresa =(1,-1,3), Cz (1,0,-1) y \7v =(A,1,0).

-

5
a) Calcula los valores de A que hacen que u y w sean ortogonales.

- > o

b) Calcula los valores de A que hacen que u ,v y w sean linealmente independientes.

c) Para A =1 escribe el vector ?= (3,0,2) como combinacion lineal de G ; y V_\>I
MATEMATICAS I11. 2014. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Como son ortogonales, su producto escalar debe valer 0.
1,-1,3)-(1,1,0)=A-1=0=1r=1

b) El determinante formado por los tres vectores tiene que ser distinto de cero.

1 -1 3
1 0 -1|=A+3+1#¥0=>A=-4
A1 0

Luego, son independientes para todos los valoresde A =—4.

- - - -
c) Escribimos el vector r =(3,0,2) como combinacién lineal deu ,vy w.

a+b+c=3
(3,0,2)=a-(1,-1,3)+b-(,0,-1)+c-(1,1,00=> —-a+c=0pa=1;b=1;c=1
3a-b=2

> o >

IR
Luego la combinacion lineal es: r =u+ v+ w
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- Xx—-y-3=0
Sea r la recta dada por %2 =y+l= 2—31 y sea s la recta dada por y } .

- 3y—z+6=0
a) Determina la posicion relativade ry s.

b) Halla la ecuacion general del plano que contiene ary es paralelo a s.
MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos un punto y el vector director de cada recta:

5 1 X=—2+2t
rz%=y+1=z;3:> y=—1+t = A=(-2,-11);u=(21-3)
z=1-3t
3-0 X=3+t
X—V—o= -
s= Y —y=t |'=B=(30,6):V=(13)
3y-z+6=0
Z2=6+3t

Calculamos el determinante de AB =(5,1,5), u y v

51 5
2 1 -3{=15-3+10-5-6+15=26# 0= Las rectas se cruzan.
11 3

b) El plano que nos piden viene determinado por (A, u, V) Yy su ecuacion es:
X+2 y+1 z-1

2 1 -3 |=3x+6-3y-3+22-2-2+1-6y-6+3Xx+6=6Xx-9y+z+2=0
1 1 3
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Sean los vectores u=(1,-1,0), v=(0,1,2) y w=(1+a,2a,2-3a). Halla los valores de a en
cada uno de los siguientes casos:

> > o

a) u,vyw estan en el mismo plano.

-

b) \7v es perpendicular a G y V.

- > -

. . 1
c) El volumen del tetraedro que tiene por aristas a los vectores u ,vy w es 3

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Si estan en un mismo plano, los vectores son linealmente dependientes, luego, su determinante
vale 0.

1 0 1l+a
-1 1 20 |=0=a=0
0 2 2-3a

Luego, estan en el mismo plano si a.=0.

b) Si \7v es perpendiculara u y v, su producto escalar debe valer 0.
1-10)-(1+0o,20,2-30) =1+0—-200=0=a =1

0,1,2)-1+0a,20,2-3a0)=20+4-60=0=a=1

- - —
Luego, para o.=1 el vector w es perpendiculara u y v

c) El volumen del tetraedro es % del volumen del paralelepipedo que determinan los tres vectores,

es decir:

1 1

—90c:1:>oc=—1
X gu|=]-9a|-1= ?
6 6

V =
QJao=1l=oa==
9
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i X+z-2=0
Considera el punto P(2,-2,0) y la recta r dada por } .

y+z-1=0
a) Determina la ecuacion del plano que contiene a P y es perpendicular ar.

b) Calcula la distanciade P ar.
MATEMATICAS I1. 2014. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Pasamos la recta r a paramétricas

X=2-t
X+2-2=0
=>y=1-t
y+z-1=0
z=t

IR
Con lo cual el vector director es: u=(-1,-11).
Todos los planos perpendiculares a r tienen de ecuacion: —x—y+z+ D =0. Como queremos que

pase por el punto P:
—-X-y+2+D=0=-2+2+0+D=0=D=0

Luego, el plano que nos pidenes: —x—y+z=0.
b) Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

—X-y+2=0=-2+t-1+t+t=0=t=1
Luego, el punto de corte es: M =(2-1,1-1,1)=(1,0,1)
La distancia que nos piden viene dada por el médulo del vector que une P y el punto M, es decir:

N

PM

V() +(2)+1)" =6 u
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Sean A(-3,4,0), B(3,6,3) y C(-1,2,1) los vértices de un tridngulo.

a) Halla la ecuacién del plano © que contiene al triangulo.

b) Halla la ecuacion de la recta perpendicular a © que pasa por el origen de coordenadas.
c) Calcula el area del triangulo ABC.

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) El plano viene definido por el punto A= (—3,4,0) vy los vectores AB = (6,2,3) ¥y AC =(2,-2,1) .
Luego su ecuacion sera:

X+3 6 2
n=|y—-4 2 -2|=x-2z+3=0
z 3 1

b) La recta viene definida por el punto (0,0,0) y su vector director sera el vector normal del plano

u=(,0,-2). Luego su ecuacion sera: % Yo iz

c) Aplicamos la formula del &rea del triangulo S = %‘ AB A AC ‘ |

j
ABAAC=|6 2

N
|
N

S :%«/64+0+256 =X ?;20 u?
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Considera el punto A(8,—1,3) vy la recta r dada por XTH =y-2= ZT_I
a) Calcula la ecuacién del plano que pasa por Ay es perpendicular ar.
b) Halla el punto simétrico de A respecto der.

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

X=-1+2t

a) Pasamos la recta a paramétricas: r=<y=2+t . El vector director de la recta(2,1,3), es el
z=1+3t

vector normal del plano, luego, los planos perpendiculares a la recta tienen de ecuacion:

2X+y+3z+D=0
Como queremos que pase por el punto (8,-1,3).
2X+y+3z+D=0=2-8-1+3-3+D=0=D=-24
Luego, el plano que nos piden es: 2x+y+3z—24=0.

b) Calculamos el punto de corte de la recta con el plano:

2X + y+32—24:0:>2-(—1+2t)+(2+t)+3-(1+3t)—24:O:>t:g

Luego, el punto de corte es: M =(—1+3,2+g,1+%)=(2,%,1—21j .

Si llamamos al punto simétrico P'=(a,b,c), se cumple que:

(8,-1,3)+(a,b,c) :(2 7 Ejj P'=(-4,88)
5 '2'"2 -
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X=1+A
Sear la recta definida por { y=1+A Yy s larecta dada por x-1 =
Z=A ~2
a) Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmenteary as.

b) Calcula la distanciaentrerys.
MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.

X=1+t Xx=1-2s
r=qy=1+t y s=qy=s
7=t z=1-2s

Cualquier punto de la recta r tendra de coordenadas A= (1+t,1+t,t) y cualquier punto de la recta s
tendra de coordenadas B = (1—25, s,1— 25)

El vector AB tendra de coordenadas: AB =(t+2s,1+t—s,—1+t+2s)

Como el vector AB tiene que ser perpendicular a la recta r y s se debe cumplir que:

AB-u=0= (t+2s,1+t—s,-1+t+2s)-(1,1,1)=0=3t+3s=0
V=0= (t+251+t—s,~1+t+25)-(-2,1,—2) =0 =3—-3t—9s =0

. . 1 1
Resolviendo las dos ecuaciones, obtenemos que t = -5 7 S= 3

Luego, los puntos A y B que estan a minima distancia tienen de coordenadas

a) La recta que nos piden viene definida por: A= (l : 1,—£J y ATB = (—%,0 : %) Su ecuacion es:

22 2
1 1 1
X—= y—= z+—
2_" 2__ 2

10 1

2 2

. i , > 1 1
b) La distancia es el moédulo del vector AB :(—E,O,E)
d=|AB|= l+0+1:—2u
4 4 2
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i - ., X=5 Z2-6
Considera el plano ® de ecuacion 2x+y—z+2=0 y la recta r de ecuacion e y= =y
a) Halla la posicion relativade & yr.

b) Halla la ecuacién general del plano que contiene a r y es perpendicular a .
c) Halla las ecuaciones paramétricas del plano paralelo a = que contiene ar.

MATEMATICAS Il. 2014. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

L . X=5 Z-6 X+2y=5
a) Podemos pasar la ecuacion de la recta r a implicitas =y= = { y

-2 -3 -3Xx+2z=-3
2X+y—-2=-2
Estudiamos el sistema formado por las ecuaciones de larectay el plano  x+2y= 5
—-3X+2z=-3

Como R(A)=2 y R(M) =3, larecta es paralela al plano
b) La ecuacion de todos los planos que contienen a la recta r es:
X+2y—-5+k(-3x+2z2+3)=0 = (1-3k)x+2y+2kz-5+3k=0

El vector normal de este plano (1—3k,2,2k) y el vector normal del plano n (2,1,-1), tienen que
ser perpendiculares, luego su producto escalar vale 0.

(1-3k,2,2k)-(2,1,-1) =0 = 2-6k+2-2k=0 = k=%

Sustituyendo, tenemos que el plano pedido es: —x+4y+2z—-7=0

c) La ecuacion de todos los planos que contienen a la recta r es:
X+2y—-5+k(-3x+2z2+3)=0 = (1-3k)x+2y+2kz-5+3k=0

El vector normal de este plano (1—3k,2,2k) y el vector normal del plano n (2,1,-1), tienen que
ser paralelos, luego sus componentes tienen que ser proporcionales.
1-3k 2 2k
2 1 4

= k=-1

x=t
Sustituyendo, tenemos que el plano pedido es: 2x+y—-z—-4=0=>y=4-2t+s
Z=5
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Xx=1+2t
Considera los puntos A(1,1,2) y B(1,—1,—-2) y larectardadapor {y=t

z=1
a) Halla la ecuacion general del plano que contiene a r y es paralelo a la recta que pasa por Ay
por B.

b) Halla el punto de la recta r que esta a la misma distancia de Ay de B.
MATEMATICAS I1. 2014. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) El plano gque nos piden viene definido por el punto (1,0,1) de la recta, el vector director de la

recta u =(2,1,0) y el vector AB =(0,—2,—4). Por lo tanto, su ecuacion es:

x-1 2 0
y 1 -2|=0=>-x+2y-z+2=0
z-1 0 -4

b) Calculamos los vectores:

AC = (1+2t—1t-11-2) = (2t,t =1, —1) : BC = (1+ 2t -1t +1,1+2) = (2t,t +1,3)

Como la distancia es la misma, entonces:

-

C

= |BC| = a7+ (-1 2+ 1= /A7 (1+1) 7 +9 = t=—2

Luego, el punto Ces: C = (1+2t,t,1) =(-3,-2,1)
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Sear la recta que pasa por los puntos A(1,0,-1) y B(2,-1,3).
a) Calcula la distancia del origen de coordenadas a la recta r.

b) Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por el origen de
coordenadas.

MATEMATICAS II. 2014. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

X=1+t
a) Calculamos la ecuacién de larecta r=<y=—t
z=-1+4t

Calculamos la ecuacién de todos los planos que son perpendicularesar: x—y+4z+D=0.
De todos esos planos nos interesa el que pasa por el punto (0,0,0), luego:
X-y+4z+D=0=0-0+4.-0+D=0=D=0=x-y+4z=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

x—y+4z:0:>1+t+t+4(—1+4t):0:>t:%

Luego, el punto de corte es: M = (1+l,—l,—1+ﬂj = (Z,—l —E]

6 6 6) \6 6 6

La distancia que nos piden viene dada por el modulo del vector que une el origen de coordenadas y

el punto M, es decir:
ORGEGIEERE
= l=| +|=| +|—| =, —==,/=u
6 6 6 36 2

b) La ecuacion de la recta que pasa por O y M es:

o | | x
N [
ol

Z
2
6
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