PROBLEMAS RESUELTOS
SELECTIVIDAD ANDALUCIA
2006

MATEMATICAS Il
TEMA 5: INTEGRALES

e Junio, Ejercicio 2, Opcién A

e Junio, Ejercicio 2, Opcion B

e Reserva 1, Ejercicio 2, Opcion A
e Reserva 1, Ejercicio 2, Opcion B
e Reserva 2, Ejercicio 1, Opcion A
e Reserva 2, Ejercicio 2, Opcién A
e Reserva 2, Ejercicio 2, Opcion B
e Reserva 3, Ejercicio 2, Opcién A
e Reserva 3, Ejercicio 2, Opcion B
e Reserva 4, Ejercicio 2, Opcion A
e Reserva 4, Ejercicio 2, Opcion B

e Septiembre, Ejercicio 2, Opcion A
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Seal=_|'2 X

O J1+x?
a) Expresa | aplicando el cambio de variables t =1+ x?>.
b) Calcula el valor de I.

MATEMATICAS I1. 2006. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION A.

dx.

RESOLUCION

a) Calculamos los nuevos limites de integracion:

Si x=0 = t=1+x%=1
Si x=2 = t=1+x*=5
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, i I . X
El &rea del recinto limitado por las curvas de ecuaciones y=-— e y=+/ax, con a>0, vale 3.
a

Calcula el valor de a.
MATEMATICAS I1. 2006. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

1) Calculamos los puntos de corte de las dos funciones

X

y:— X2 X4 X:0
a :—:«/ax:—zzax:x“—ae’x:O:

a a X=a

y =,/ ax

2) Vamos a ver en el intervalo (0,a), que funcidn va por encima y cual por debajo

a2
Six= :yzx :i:E:Debajo
a

a x
2 a 4
. a a’ a .
Six=—= :,/ax: — =—=Encima
277 2 2
3) Calculamos el area
§ a
a X 2 1 X3 a’
S:J'o(«/ax——)dx: ag——-? =
2 0
a2
3—?:a2:9:>a:i3

Como el enunciado nos dice que a>0, entonces a = 3.
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e*=1 si x>0

X2

x-e™" si x<0

a) Estudia la derivabilidad de fen x =0y, si es posible, calcula la derivada de f en dicho punto.
b) Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de f, el eje de abscisas y la rectax =—1.
MATEMATICAS I1. 2006. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

Sea f la funcion definida por f(x)= {

RESOLUCION

a) Estudiamos primero la continuidad

e —1 es continua y derivable en todo R por ser suma de funciones continuas.

2 . . . .
X-e~* es continua y derivable en todo R por ser producto de funciones continuas.

Nos falta ver la continuidad en x =0

lime*-1=0
x—0"

- - _x?2 -
_ . = lime* 1= lim x-e™ =0, luego, es continua en x = 0
limx-e™ =0 *° x>0

x—0"

X

e si x>0

Calculamos f'(x) = ,
1l.e(@-2x%) si x<0
Veamos si existe f '(0),es decir,si f'(07)=f'(0")

f0%) =1
f07) =1

Como f'(07)=f'(0")=1, existe f'(0)=1

b) Como nos piden el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y la recta x =
1 solo interviene la rama x-e™ puesto que f(0) =0 y para x > 0 la funcién e* -1 sube a +oo. La

X

funcion x-e ™ solo corta al eje OX enx =0, y para x < 0 esta siempre debajo del eje OX, luego:

. 0 2
Area:I 1—x~e dx

Hacemos el cambio —x? =t = —2xdx = dt

Para x=-1=t=-1
Para x=0=t=0
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a }
—-—— s x<-1

Sea f:R — R lafuncion definida por f(x)= X
x*+1 si x>-1
a) Halla el valor de a sabiendo que f es continua.

b) Esboza la gréafica de f.
c) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y las rectas x+2=0

y x—2=0.
MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) Como f es continua se tiene que cumplir que los limites laterales en x =—1 sean iguales.

lim f(x)= lim-2=a

x—>-1 x—>-1" X :>a=2
lim f(x)= lim x*>+1=2
x—>-1% X—>-1"

b) —ges una hipérbola (funcién de proporcionalidad inversa) que se dibuja en el 11 y IV cuadrante.
X

Como sabemos tiene de asintota horizontal y = 0, y de vertical x = 0.

x? +1es una parabola exactamente igual que x” pero desplazada una unidad hacia arriba en el eje
ov.

Un esbozo de su gréfica seria:

A

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

c) El area limitada por OX y las rectas x=—2 y x=2es:

-1 2 2 -1 X3 ?
Azj ——dx+I (x*+Ddx =[-2Inx] +{—+3} =6+2In2 u?
2 X -1 B 3 4

2
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a) Sea f:R—> R la funcion dada por f(x)=ax?+b. Halla los valores de a y b sabiendo

I: f(x)dx =6 y que la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcion f en el punto

de abscisa 3 vale —12.

b) Sea f :R — R lafuncion dada por f(x)= x>+ px+q. Calcula los valores de p y q sabiendo
gue la funcién f tiene un extremo en x=-6 y suvalorenéles —2.

MATEMATICAS 11. 2006. RESERVA 2. EJERCICIO 1. OPCION A.

RESOLUCION

3

6
[£ fogax=6=]° (ax2+b)dx={aXT+bx} =%f5""+6b=6:>12a+b=1
0

Si la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa 3 vale —12, sabemos que f ‘(3) =—12
f'(X)=2ax= f'3q)=-12=6a=-12=a=-2

Sustituyendo en la ecuacion anterior, tenemos: 12a+b=1=-24+b=1=>b=25

Luego, la funcion pedida es: f(x) =—-2x*+25

b)
Extremoen x=—6=f'(6)=0=-12+ p=0= p=12

Pasa por (-6,-2) = f(-6)=-2=36-6p+0=-2=36—-72+0=-2=>(0=34

La funcion pedida es f(x)=x*+12x+34
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Calcula _[ (x*=1)-e7*dx
MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos por partes la integral que nos piden.

I(xz ~1)-edx=—(x*-1)-e* +2Ix-e‘xdx=—(x2 ~1)-e”* +2[—x-e‘x+Ie‘xde=—e‘x(x2+2x+1)+C

u=x?-1; du=2x dx u=x; du=dx
dv=edx;v=—e"" dv=edx;v=—e

—X
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Halla el area del recinto limitado por la gréafica de la funcién f(x)=senx y las rectas

tangentes a dicha grafica en los puntos de abscisas x =0y X=m.
MATEMATICAS I1. 2006. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

La recta tangenteen x=0 es y— f(0)= f'(0)-(x-0)

f(x)=senx= f(0)=0
f'(x)=cosx= f'(0)=1

La recta tangente en x=0es y—0=1-(x—-0) = y =X, que es la bisectriz del | y 11l cuadrante.
La rectatangenteen Xx=mn es y— f(n)= f '(n)-(x—m)

f(x)=senx= f(n)=0
f'(x)=cosx= f'(n)=-1

La recta tangente en x=mes y—0=-1-(Xx—mn)= y=—Xx+m, que es la bisectriz del 1l y IV
cuadrante, pero desplazada n unidades hacia arriba en el eje QY.

Un esbozo de la gréfica es:

El area pedida es

n x 2 % 2 T 2
J‘A(x—senx)dx+j (-x+m—senx)dx = X—+cosx + —X—+nX+COSX =n—8u2
0 % 2 0 2 JA 4
2
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Sea f :[0,4] — R una funcion tal que su funcién derivada viene dada por

2 )
—X sl O0<x<3
f'(x)= 3
—-2X4+8 si 3<x<4

a) Determina la expresion de f sabiendo que f(1)= %

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.
MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Como es derivable en (0,4) es continua en [0,4] en particular es continua y derivable en x = 3.

X2

—+C si 0 3
Calculamos f (x) = 3" <X<

—x*+8x+D si 3<x<4

Como f(l):E:>£+C:§:>C:5
3 3 3

Como es continua en x = 3, tenemos:
2
lim 2 +C=3+C
x>3~ 3 =3+C=15+D=8=15+D=D=-7
lim—x*+8x+D=15+D
x—37
X2

. —+5 si 0<x<3
Luego, la funcién es: f (x) = 3 " =S

—X*>+8x—7 si 3<x<4

b) La ecuacion de la rectatangenteenx=1es y— f (1) = f'(1)-(x-1)

1 16

fQ==+5=—
=3 3
2 2
f'Q==-1==
W=31=3

Luego la recta tangente en x = 1 es y—% :g-(x—l) =2x-3y+14=0
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Sean las funciones fy g : [0,+o]— R, dadas por f(x)=x? yg(x)=xﬁ, donde A es un
namero real positivo fijo. Calcula el valor de A sabiendo que el area del recinto limitado por

- : 1
las graficas de ambas funciones es —.

MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Si igualamos las dos funciones, vemos que los puntos de corte son:
x? =[x =>x =A% =>x=0 ; x=§2?

Tenemos que ver cudl de las dos funciones va por encima y cual va por debajo. Para ello
sustituimos un valor comprendido entre 0y ¥/ A2 , y vemos cuél tiene mayor valor.

2
Para x =2 = f(x):x2=7”—
2 4

Para x:%: g(x)=k\/?=7v\/§

Por lo tanto, la funcion que va por encima es g(x) = kﬁ . Luego el area vendra dada por:
W
A= e

0

[x x—xz]dx

I
>

Como A es un ndmero positivo, entonces A =1
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Ln x si 0<x<1

Sea f :(0,2) > R la funcion definida por f (x)= .
Ln(2—x) si 1l<x<2

siendo Ln la funcién logaritmo neperiano.
a) Estudia la derivabilidad de f en el punto x = 1.
b) Calcula Ills f (x)dx

MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Vamos a estudiar primero la continuidad en x = 1.

1) f()=In1=0
lim f(x)=IlimInx=0

2) " = lim f(x) =0
lim f(x)=limIn(2-x)=0 x—1
x—1* x—1*

3) f@=limf(x)=0

Luego, la funcién es continua en x = 1. Vamos a estudiar ahora la derivabilidad, para ello
calculamos f '(x)

1 si 0<x<l1
o=y 7
1 si 1<x<2
2—X
La funcion es derivableenx=1si f'(17)=f'(1")
fra)=t=1
1 f'(17) = f'(1*) = No derivable
f'(1*):_T1:—1

b)
Ilsm(Z—X)dXZ[X'm(Z—XHJ'zTXXdX}=[x-ln(2—x)—x—2In(x—2)]i'5 _

1

——Iini-l__o1s
2 2 2

u=In(2-x); du:z_—1 dx

dv=dx;v=x
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. _— 15
a) Haz un esbozo del recinto limitado por las curvas y = o ey=x%-1.
+ X

b) Calcula el area de dicho recinto.
MATEMATICAS I1. 2006. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

siempre es positiva (esta por encima del eje de abscisas OX), tiene una

a) La funcién y = 15 >
1+ X

asintota horizontal que es la recta y =0 y, ademas, f(0)=15. La funcién y =x*—1esuna
parébola.

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de las graficas es

b)

2 3 2
A:J- ( 152—x2+1jdx: 15arctgx—x—+x :3Oarcth—ﬂ u’
2\1+X 3 » 3
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Calcula
5x%—x— 160
a) j dx

b) I(Zx—B)-tg(x —3x)dx, siendo tg la funcion tangente.
MATEMATICAS I1. 2006. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Como el polinomio del numerador y del denominador tienen igual grado, lo primero que

hacemos es dividir.
dex J.de J. X=35 dx =5x+1,
X°—=2 x?-25

Calculamos las raices del denominador: x?—25=0= x=5;x=-5

Descomponemos en fracciones simples:

-x-35_ A N B  A(X+5)+B(x-5)
xX*-25 x-5 x+5 (Xx=5)(x+5)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para
calcular A y B sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores

Xx=5= —-40=10A; A=-4
X=-5 = -30=-10B; B=3
Con lo cual:

|1:I_Z(_35 dx:j_—4dx+ idx_—4ln|x 5|+3In|x+5|
X° =25 X—5 X+5

Por lo tanto la solucion es:

2
J‘wdxﬁx_mmx—5|+3|n|x+5|+C

-25
b) Hacemos el cambio de variable x*—3x =t, con lo cual (2x—3)dx = dt. Sustituyendo, tenemos:

—sent
cost

j(Zx—3)~tg (X’ —3x)dx=_[tgtdt =—I

dt:—In|cost|:—ln‘cos(x2—3x)‘+C
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